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Общая характеристика работы

Актуальность работы В настоящее время одной из динамично разви
вающихся областей физики являются исследования распространения волн
в композитных средах— фотонных [1], фононных [2] и магнонных [3] кри
сталлах и метаматериалах [4]. Изначально интерес к фотонным кристаллам
(структурам, в которых показатель преломления меняется периодически в
пространстве) возник из-за аналогии между распространением классических
электромагнитных волн в периодических средах и поведением квазичастиц
электронов в периодической кристаллической решётке твёрдых тел [5]. Позд
нее, аналогичные периодические среды были рассмотрены для акустических
(фононные кристаллы) и магнитостатических (магнонные кристаллы) волн.

Однако создание фононных кристаллов является довольно сложной за
дачей с технологической точки зрения, несмотря на большой прогресс в этой
области в последние несколько лет. Проблема состоит в том, что период фо
тонного или фононного кристалла должен быть одного порядка с длиной
волны излучения, распространяющегося в кристалле, а для света и акусти
ческих волн большой частоты длины волн крайне малы. Практически для
изготовления двумерных микроструктурных сред с периодом структуры по
рядка нескольких микрометров гораздо проще использовать технологию вы
тяжки микроструктурных оптических волноводов, представляющих собой оп
тическое волокно с воздушными каналами параллельными сердцевине [6]. В
настоящее время такие волокна изготавливаются, в том числе и серийно, и
распространение электромагнитного излучения оптического диапазона в них
хорошо изучено.

Одной из проблем, которой посвящена данная диссертация, является рас
смотрение распространения акустических волн в микроструктурном волокне.
Акустических волны имеют ряд особенностей по сравнению с электромаг
нитными волнами, и для них не существует готовых средств моделирования
дисперсии в микроструктурных волноводах. Рассмотрение распространения
звука в микроструктурных волокнах важно с точки зрения акусто-оптики [7],
так как с помощью волноведущей микроструктуры волокна возможно удер
живать акустические волны в сердцевине, увеличивая интенсивность взаимо
действия света и звука.

Другой проблемой, освещённой в диссертации, является распростране
ние объёмных и поверхностных акустических волн в средах, эффективные
материальные параметры которых могут принимать отрицательные значе
ния в некоторых диапазонах частот (метаматериалы) [4]. Электродинамика
таких сред была феноменологически описана в XX веке, но в то время эти
работы прошли практически незамеченными [8]. В начале XXI века, в связи
с появлением работающих образцов метаматериалов для электромагнитных
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волн, которые, по заявлениям авторов, обладали одновременно отрицатель
ными электрической и магнитной проницаемостями [9], интерес к этой обла
сти сильно возрос.

Вследствие общности волновой природы метаматериалы могут существо
вать и для акустических волн [10–12], тем не менее, изучению этого вопроса в
настоящее время уделяется недостаточно внимания. Представляется перспек
тивным создание метаматериалов для объёмных и поверхностных акустиче
ских волн, которые могут быть использованы для управления акустическими
излучением.

Основным недостатком многих опубликованных по данной тематике тео
ретических работ является тот факт, что при исследовании не учитываются
факторы диссипации в средах, составляющих композитный метаматериал.
Однако экспериментальные работы показывают, что в резонансных метама
териалах потери играют определяющую роль в дисперсии волн, и многие
предсказанные эффекты практически не наблюдаемы или вообще не реали
зуемы именно по этой причине.

Второй проблемой диссертации является исследование возможности со
здания композитов, проявляющих свойства метаматериалов для акустиче
ских волн, и анализ их характеристик.

Цели диссертационной работы:

• Исследовать распространение акустических волн вдоль волноведущей
структуры, представляющей собой набор каналов цилиндрического се
чения в однородном изотропном твёрдом теле. Исследовать зависимость
характера распространения от геометрической конфигурации каналов
в микроструктурном волокне.

• Исследовать распространения объёмных и поверхностных акустических
волн в композитах, представляющих собой жидкую или твёрдую матри
цу с упругими цилиндрическими включениями. Изучить влияние раз
личной геометрии и состава композита на характер распространения в
нём объёмных и поверхностных акустических волн. Исследовать влия
ние диссипации на дисперсионные характеристики волн.

Для достижения обозначенных целей были поставлены задачи:

1. Разработать метод моделирования распространения акустических волн
в однородном изотропном твёрдом теле, содержащим полые цилиндри
ческие каналы. Метод должен быть достаточно универсален, чтобы поз
волять рассчитывать распространение акустических волн в микрострук
турных волокнах с различной конфигурацией расположения каналов
и их размеров. Разработать компьютерную программу, реализующую
этот метод.
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2. Получить и проанализировать законы дисперсии распространяющихся
мод в волноведущей структуре с различным числом каналов.

3. Разработать метод моделирования распространения объёмных и поверх
ностных акустических волн в композитах, состоящих из жидкой или
твёрдой матрицы и твёрдых включений. Необходимо учитывать, что ме
тод должен быть применим к композитам, составляющие которых име
ют большой контраст материального импеданса и существенные внут
ренние потери. Разработать компьютерную программу, реализующую
этот метод.

4. Получить и проанализировать законы дисперсии акустических волн,
зависимости эффективных материальных параметров композита от ча
стоты, от геометрии композита и от составляющих материалов.

Научная новизна заключается в получении следующих новых резуль
татов:

• Предложен и реализован мультипольный метод расчёта дисперсии в
микроструктурных волноводах для акустических волн, что позволило
моделировать распространение акустических волн в сложных волнове
дущих структурах.

• Рассчитаны дисперсионные характеристики акустических волн в мик
роструктурных волокнах.

• Найдены и уточнены ранее известные диапазоны частот, в которых эф
фективные материальные параметры композитов, состоящих из твёр
дой или жидкой матрицы с твёрдыми включениями, принимают одно
временно отрицательные значения с учётом диссипации в составляю
щих элементах композитов.

• Установлены частотные диапазоны, в которых могут возбуждаться по
верхностные волны типа Стоунли на границе раздела композита из жид
кой матрицы и чистой матрицы без включений.

• С помощью формализма функций Грина исследован акустический эф
фект Доплера в композитах с сильной дисперсией. Показан аномальный
характер доплеровских смещений при движении источника в таких ком
позитах.

Практическая значимость Решение задачи о распространении аку
стических волн в микроструктурных волокнах даёт понимание о конфигу
рации, необходимой для удержания акустического излучения внутри сердце
вины волокна и его дисперсии, что важно для решения задач волоконной
акусто-оптики.
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Рассмотренные в диссертации композиты имеют сильную зависимость
эффективных материальных параметров от частоты. В частотной зависимо
сти имеются диапазоны, в которых распространение акустических объёмных
и поверхностных волн невозможно. Эти свойства композитов могут быть ис
пользованы для создания акустических фильтров и волноводов нового типа.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло
жения:

• С помощью разработанного мультипольного метода показано, что по
лые каналы в микроструктурном волокне позволяют удерживать аку
стическое излучение в сердцевине волокна. Дисперсия акустических
волн в микроструктурном волокне управляется размерами каналов и
их относительным расположением.

• С учётом внутренней диссипации найдены диапазоны частот, в которых
эффективные динамические материальные параметры композитов, со
стоящих из жидкой и твёрдой матрицы и твёрдых многослойных вклю
чений, одновременно отрицательны, и возможно распространение об
ратной акустической волны.

• Показано, что на границе двух жидких сред, одна из которых являет
ся композитной с твёрдыми включениями, может существовать поверх
ностная акустическая волна типа Стоунли.

• Показана возможность существования нескольких прямых и обращён
ных доплеровских мод при движении излучателя акустических волн
внутри композита с одновременно отрицательными материальными па
раметрами.

Апробация работы Основные результаты диссертации докладывались
на всероссийских и международных конференциях:

1. Школа-семинар «Волновые явления в неоднородных средах», 22-27 Мая
2006 г., г. Звенигород, Московская область.

2. «Нелинейные процессы самоорганизации в современном материаловеде
нии», VI Международный семинар, 22-25 Ноября 2006 г., г. Астрахань.

3. Научная конференции МФТИ, 24-25 ноября 2006 г., г. Долгопрудный,
Московская область.

4. IEEE International Ultrasonics Symposium 2007, October 28-31, New York,
USA
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5. 18th International Symposium on Nonlinear Acoustics - ISNA 18, 7-10 July
2008, Stockholm, Sweden

6. IEEE International Ultrasonics Symposium 2009, September 20-23, Rome,
Italy.

7. META’2010 — 2nd International Conference on Metamaterials, Photonic
Crystals and Plasmonics, 22-25 Febrary 2010, Cairo, Egypt

Достоверность Достоверность математических выкладок проверялась
путём тщательного их анализа на отсутствие внутренней противоречивости,
а также соответствии получаемых результатов известным частным случаям.
Достоверность численных расчётов проверялась путём контроля сходимости
и сравнения получаемых результатов с приведёнными в научной литературе
для уже исследованных структур и материалов.

Публикации Основные результаты проведённых исследований опубли
кованы в 13 работах, в том числе в 6 статьях в журналах, входящих в пере
чень изданий, рекомендованных ВАК [1а, 2а, 3а, 4а, 5а, 6а], в 6 тезисах докла
дов всероссийских и международных конференций [7а, 8а, 9а, 10а, 11а, 12а]
и одном препринте [13а].

Публикации по материалам диссертации отражают её содержание. Об
щий объём, опубликованных по теме диссертации работ, составляет 54 мп
стр.

Личный вклад автора Все работы по теме диссертации выполнены
Лисенковым И.В. в соавторстве с к.ф.-м.н. Поповым Р.С., н.с. Фрязинского
филиала ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН.

Автор совместно с Поповым Р.С. разработал компьютерную программу,
позволяющую рассчитывать дисперсию в микроструктурных волноводах, с
помощью неё получил приведённые в диссертации результаты и проанали
зировал. Автор предложил исследовать акустические свойства микрострук
турных композитов, разработал метод и реализовал программу для расчёта
эффективных материальных параметров композитов, дисперсии объёмных и
поверхностных волн. С помощью программы получил приведённые в диссер
тации результаты и провёл их всесторонний анализ. Автор получил величины
аномальных доплеровских сдвигов при движении акустического источника в
резонансном метаматериале с одновременно отрицательными материальны
ми параметрами.

Структура и объем диссертации Диссертация состоит из введения, 5
глав, заключения, библиографии и 3 приложений. Общий объем диссертации
126 страниц, включая 28 рисунков и одну таблицу. Библиография включает
121 наименование.
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Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор
мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показана
практическая значимость полученных результатов, представлены выносимые
на защиту научные положения.

В Главе 1 даны основные определения, используемые в диссертации, и
обсуждены вопросы терминологии. Также в главе приведён обзор современ
ной научной литературы, посвящённой исследованиям в области фононных
кристаллов, микроструктурных волокон и сред с отрицательными эффектив
ными материальными параметрами (метаматериалов). Кратко обсуждены ос
новные методы математического моделирования распространения акустиче
ских волн в средах с неоднородностями.

В Главе 2 сформулированы математические основы мультипольного
метода вычисления дисперсии в волноведущей структуре, состоящей из по
лых цилиндрических каналов в твёрдой матрице. Физически обоснована и
сформулирована модель коаксиального волновода для расчёта дисперсии в
структурах, содержащих большое количество каналов.

В параграфе 2.2 описан мультипольный метод. Рассматривается упру
гая гармоническая волна, распространяющаяся вдоль системы полых цилин
дрических каналов, направляющие которых параллельны оси 𝑂𝑧. Геометрия
поперечного сечения волноведущей структуры постоянна вдоль оси 𝑂𝑧. Cме
щение в любой точке исследуемого пространства может быть представлено в
виде бегущей волны:

�⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = �⃗�0 (𝑥, 𝑦) · 𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝛽𝑧), (1)

где: 𝜔— угловая частота волны; 𝛽 — постоянная распространения волны вдоль
оси 𝑧; �⃗�0 (𝑥, 𝑦)— функция распределения вектора смещения в поперечном се
чении волноведущей структуры.

Задача о нахождении дисперсионной зависимости может быть решена в
два этапа:

1. нахождение поля вокруг одного канала в бесконечной среде,

2. формулировка и решение дисперсионного уравнения в структуре с несколь
кими каналами с использованием результата из п. 1.

Задача о распространении акустической волны вдоль цилиндрической
поверхности в изотропном твёрдом теле является хорошо изученной. В пунк
те 2.2.1 приведена формулировка задачи и получено дисперсионное уравне
ние.
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(а). Фрагмент поперечного сечения волноведу
щей структуры
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Набор каналов Эффективная среда

Оболочка

(б ). Геометрия волноведущей
структуры и ее эквивалентной
модели

Рис. 1

В пункте 2.2.2 сформулирована задача распространения акустической
волны в микроструктурном волокне, содержащим группу параллельно распо
ложенных полых цилиндров. Для описания поля введена декартова система
координат таким образом, чтобы ось 𝑂𝑧 этой системы была параллельна осям
полых цилиндров (фрагмент поперечного сечения представлен на рис. 1, а).
Также введены цилиндрические системы координат, связанные с каждым ци
линдром (парциальные системы координат) таким образом, что ось 𝑂𝑧 парци
альной цилиндрической системы координат 𝑘 совпадает с образующей 𝑘–ого
канала.

Решение ищется в виде волны, бегущей вдоль оси 𝑂𝑧 (1). Функцию �⃗�0
в любой точке поперечного сечения структуры можно представить в виде
суперпозиции парциальных распределений:

�⃗�0 =
𝐾∑︁
𝑘=1

�⃗�𝑘 (2)

где: �⃗�𝑘 — парциальное распределение, связанное с 𝑘–тым каналом, 𝐾 — коли
чество каналов волноведущей системе.

Для получения дисперсионного уравнения нужно привести каждое пар
циальное распределение в одну систему координат. Для этого используются
матрицы перехода из одной цилиндрической системы координат в другую. В
𝑘–ой парциальной системе координат компоненты поля могут быть записаны
в виде:

𝑢𝑖(𝑟𝑘, 𝜙) = 𝑢𝑖𝑘(𝑟𝑘, 𝜙𝑘) +

𝐾∑︁′

𝑙=1

𝑢𝑖 𝑘𝑙(𝑟𝑙, 𝜙𝑙) 𝑖 = 𝑟, 𝜙, 𝑧 (3)

где:
∑︀′ — сумма по всем элементам, таким что 𝑙 ̸= 𝑘; 𝑢𝑖 𝑘 — слагаемые, обу

словленные 𝑘-ым парциальным распределением; 𝑢𝑖 𝑘𝑙 — вклад в 𝑖–ую составля
ющую поля в 𝑘-ой системе координат, от 𝑙-ого парциального распределения.
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ct, cl ct, cl

ct 
eff

, cl 
eff

Рис. 2. Получение эффективных параметров с помощью мультипольного метода

(а). Три канала. Для сравнения пунктир
ной линией приведены зависимости для
одного канала

(б ). Семь каналов. Для сравнения приве
дены кривые для трёх каналов

(в). Сравнения дисперсионных кривых,
рассчитанных мультипольным методом и
приближённой моделью для 6 каналов

(г). 18 каналов. Для сравнения пункти
ром приведены зависимости для шести
каналов

Рис. 3. Зависимости замедления волны от частоты для различных конфигураций. Радиус
каналов — 1мм, расстояние между центрами соседних каналов — 3мм
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Для получения дисперсионного уравнения на границе каждого канала в
его собственной цилиндрической системе координат к компонентам тензора
напряжений применены граничные условия (𝑟𝑘 = 𝑅𝑘):

𝜎𝑘
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅

= 0, 𝜎𝑘
𝑟𝜙

⃒⃒
𝑟=𝑅

= 0, 𝜎𝑘
𝑟𝑧

⃒⃒
𝑟=𝑅

= 0. (4)

Применяя граничные условия (4) к каждому каналу для поля, получен
ного в (3), можно получить систему линейных алгебраических уравнений, сов
местную при равенстве нулю её определителя. Это условие является диспер
сионным уравнением для акустической волны, распространяющейся вдоль
системы цилиндрических каналов в упругой матрице. Подробнее формули
ровка мультипольного метода описана в работах [4а, 1а].

Однако для большого количества каналов мультипольный метод стано
вится неприменим вследствие степенного характера возрастания сложности
вычислений от количества каналов (𝑂(𝐾4)). Поэтому была предложена мо
дель коаксиального волновода, описанная в параграфе 2.3.

Область со множеством каналов заменяется некоторой средой с эффек
тивными упругими параметрами рис. 1, б . Это позволяет существенным обра
зом упростить граничные условия и снизить требовательность к вычислитель
ным ресурсам. Для поиска эффективных упругих параметров замещающей
среды используется мультипольный метод.

Открытый цилиндрический коаксиальный акустический волновод состо
ит из сердцевины радиуса 𝑅1 (область 1 на рис. 1, б ), окруженной слоем
материала с эффективными упругими параметрами радиусом 𝑅2 (область
2). Описанная система находится в бесконечной оболочке (область 3). В рас
смотренном случае сердцевина и окружающая среда имеют одинаковые мате
риальные параметры, совпадающие с материальным параметрами матрицы.

В пункте 2.3.1 приведён метод получения дисперсии эффективной сре
ды с помощью рассмотрения небольшого участка оболочки мультипольным
методом. Алгоритм заключается в следующем:

1. Сначала выделяется небольшая область в оболочке и окружается сре
дой такими же с характеристиками, как у матрицы (рис. 2 слева). С
помощью мультипольного метода находятся дисперсионные характери
стики волны.

2. Затем рассматривается распространение волны в упругой среде вдоль
кругового цилиндра из материала, характеристики которого необходи
мо найти. Радиус этого цилиндра равен радиусу окружности, описанной
вокруг системы каналов, исследованной которая исследовалась мульти
польным методом (рис. 2 справа).
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3. Наконец, подбираются такие величины упругих параметров, при кото
рых постоянные распространения волн в структурах из п. 1 и п. 2 сов
падают. Эти величины являются искомыми значениями эффективных
упругих параметров эквивалентной среды.

Постановка задачи коаксиального волновода аналогична постановке за
дачи для распространения волны вдоль одного канала, рассмотренной в 2.2.1,
и описана в 2.3.2.

В Главе 3 приведены результаты исследования распространения упру
гих волн в микроструктурных волноводах с помощью мультипольного мето
да и модели эквивалентного коаксиального волновода. Все результаты в этой
главе получены для образцов, представляющих собой заготовки для изготов
ления микроструктурного оптического волокна, радиус отверстий составлял
1 мм, расстояние между ними — 3 мм. Диаметр заготовки существенно боль
ший, чем расстояния между отверстиями, и рассеяние на границе заготовки
не учитывалось. В качестве среды был рассмотрен стекловидный 𝛽–кварц со
скоростями распространения сдвиговой и продольной волн: 𝑐𝑡 = 3.78·105 см/с,
𝑐𝑙 = 6.61 · 105 см/с [13]. Следует отметить, что задача является полностью
масштабируемой, поэтому всё нижесказанное будет верно и для волокон с
меньшими диаметрами отверстий при пропорциональном увеличении часто
ты.

Частотные зависимости постоянной распространения упругой волны в
системе из трех каналов, нормированной на постоянную распространения по
перечной волны в бесконечном упругом пространстве, для нескольких пер
вых распространяющихся (вышедших из отсечки) типов волн представлены
на рис. 3, а. Для сравнения здесь же пунктирной линией нанесены диспер
сионные зависимости нескольких первых мод одного канала. Из рис. 3, а
видно, что дисперсия двух первых основных мод в области низких частот
отличается от дисперсии волн, распространяющихся вдоль отдельной цилин
дрической поверхности. Появление этой моды обусловлено распространением
волны вдоль сердцевины, окружённой каналами.

В области высоких частот значения коэффициентов замедления всех ти
пов волн стремятся к величине замедления рэлеевской волны. В этом случае
волна удерживается поверхностями каналов, а само смещение распространя
ется преимущественно вблизи их границ.

Частотные зависимости постоянной распространения для нескольких пер
вых типов волн, распространяющихся вдоль системы из семи каналов, пред
ставлены на рис. 3, б . Здесь же показаны дисперсионные зависимости упру
гой волны в системе из трех каналов с такими же радиусами и расстоянием
между центрами. Из рис. 3, б видно, что характер кривых в обоих случа
ях одинаков. Одинаков и механизм распространения колебаний вдоль обеих
систем для первых мод: на низких частотах амплитуда колебаний распреде
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лена в межканальной упругой среде, а с увеличением частоты локализуется
вблизи поверхности каналов.

Для проверки правомерности использования разработанной приближен
ной модели распространения волны в среде с большим количеством каналов
в параграфе 3.5 было произведено сравнение дисперсионных зависимостей,
полученных с помощью мультипольного метода, с аналогичными зависимо
стями, полученными с помощью модели коаксиального волновода. В качестве
тестовой геометрии была выбрана система из шести каналов одинакового ра
диуса, расположенных в вершинах правильного шестиугольника. Результаты
вычисления дисперсионных зависимостей с помощью мультипольного метода
и приближенной модели представлены на рис. 3, в. Из графика видно, что по
ведение кривых, полученных различными способами, качественно совпадает,
что свидетельствует о том, что модель является физически обоснованной.

Группа частотных зависимостей замедления нескольких первых мод в
системе из 18-ти каналов представлена на рис. 3, г. Поведение зависимостей
в этой группе качественно совпадает с поведением соответствующих диспер
сионных зависимостей упругой волны в системе из семи и шести каналов,
полученных мультипольным методом. Для сравнения, на этом же графике
приведены первые две моды для структуры из шести каналов. Видно, что
замедление растёт с увеличением количества каналов, также как в случае со
структурой с семью каналами по сравнению со структурой из трёх каналов.

В Главе 4 рассмотрено распространение акустических волн в компози
тах, представляющих твёрдую или жидкую матрицу, в которую внедрены ци
линдрические неоднородности. Включения распределены в пространстве мат
рицы равномерно случайным образом, среднее расстояние от центра одного
включения до границы соседнего включения 𝐿. Все неоднородности имеют
одинаковый радиус 𝑅, направляющие всех цилиндров параллельны между
собой. Волновой вектор перпендикулярен образующим цилиндров и лежит в
плоскости (𝑥, 𝑦) (рис. 4, а).

В параграфе 4.2 сформулирован метод нахождения эффективных пара
метров композитов с включениями, имеющими большой контраст скоростей
распространения по сравнению с матрицей в приближении когерентного по
тенциала. Необходимость применения такого метода обусловлена тем, что в
случае резонансного рассеяния на включении обычные методы оценки ма
териальных параметров композитов не работают. В пункте 4.2.1 приведено
математическое обоснование используемого приближения. Основными усло
виями применимости приближения являются:

• отсутствие корреляции между расположением рассеивателей;

• 𝑘𝑚𝐿 → 0, где 𝑘𝑚 — волновое число в матрице.

13



R
Матрица

Неоднородности

L

x

y

z

(а). Пример композита, содер
жащий цилиндрические неод
нородности

(б ). Замена внешней среды на эф
фективную для одного включения

Рис. 4

В пункте 4.2.2 приведён используемый в дальнейшем алгоритм вычисления
эффективных материальных параметров композитов. Метод заключается в
выполнении следующих шагов:

1. Решается задача рассеяния плоской волны, распространяющейся в мат
рице, на одной цилиндрической неоднородности.

2. Одно включение окружается цилиндром радиусом 𝐿, пространство меж
ду включением и цилиндром заполнено материалом матрицы, простран
ство вне цилиндра заполнено средой с эффективными параметрами, ко
торые необходимо найти. См. рис. 4, б .

3. Подбираются параметры эффективной среды таким образом, чтобы се
чение рассеяния «составной» частицы было равно нулю.

В пункте 4.2.3 приведены известные из литературы формулы эффектив
ных материальных параметров акустических композитов в длиноволновом
приближении. Эти формулы использовались в диссертации для проверки пре
делов вычисленных значений.

В параграфе 4.3 получены зависимости эффективных материальных па
раметров композитов (величины с индексом eff) от параметров матрицы (ве
личины с индексом 𝑚) и коэффциентов рассеяния цилиндрических гармоник
на единичном включении в бесконечной матрице.
Для жидкой матрицы:

𝐵eff =
𝐵𝑚

1− 𝑆0
, (5а)

𝜌eff = 𝜌𝑚
1− 𝑆1

1 + 𝑆1
, (5б)
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где

𝑆𝑛 =
𝐷𝑛

1 +𝐷𝑛

4

𝜋

1

𝑘2𝑚𝐿
2
· 𝑖, (6)

𝐷𝑛 коэффициент рассеяния 𝑛-ой цилиндрической гармоники, 𝐵 — модуль
всестороннего сжатия жидкости, 𝜌 — плотность.
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Для твёрдой матрицы и волн со смещением в плоскости (𝑥, 𝑦):

𝜌𝑥𝑦eff = 𝜌𝑚
(︀
1 + 2𝑆𝑙

1

)︀
(7а)
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κ𝑥𝑦
eff =

κ𝑚 − 𝜇𝑚𝑆
𝑙
0

1 + 𝑆𝑙
0

, 𝜇𝑥𝑦
eff =

𝜇2
𝑚 − 𝑆𝑙

2κ𝑚𝜇𝑚

𝜇𝑚 + 𝑆𝑙
2(κ𝑚 + 2𝜇𝑚)

, (7б)

где:

𝑆𝑙
𝑛 =

𝐷𝑙𝑙
𝑛

1 +𝐷𝑙𝑙
𝑛

4

𝜋

1

𝑘2𝑚𝑙𝐿
2
· 𝑖, (8)

𝐷𝑙𝑙
𝑛 — коэффициент рассеяния 𝑛-ой цилиндрической гармоники от падающей

волны продольной поляризации в волну продольной поляризации, 𝑘𝑚𝑙 — вол
новое число продольной поляризации в матрице, индекс 𝑥𝑦 означает моду
колебаний при 𝑢𝑧 = 0, т.е. в плоскости распространения волны, κ𝑥𝑦 — модуль
сжатия и 𝜇𝑥𝑦 — сдвиговый модуль при 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Для твёрдой матрицы и волн со смещением в на направлении оси 𝑂𝑧:

𝜌𝑧eff = 𝜌𝑚(1− 𝑆𝑧
0) (9а)

𝜇𝑧
eff = 𝜇𝑚

1 + 𝑆𝑧
1

1− 𝑆𝑧
1

, (9б)

где:

𝑆𝑧
𝑛 =

𝐷𝑧
𝑛

1 +𝐷𝑧
𝑛

4

𝜋

1

𝑘2𝑚𝑡𝐿
2
· 𝑖, (10)

𝐷𝑧
𝑛 — коэффициент рассеяния 𝑛-ой цилиндрической гармоники от падающей

волны поперечной поляризации, направленной по оси 𝑂𝑧, в поперечную вол
ну той же поляризации, 𝑘𝑚𝑡 — волновое число сдвиговой поляризации в мат
рице, Индекс 𝑧 показывает, что колебания совершаются по направлению оси
𝑂𝑧.

Необходимо отметить, что вследствие наличия выделенного направления
в композите (направляющие цилиндров) твёрдый композит является суще
ственно анизотропным, и эффективные материальные параметры отличают
ся для разных поляризаций распространения сдвиговой волны.

В Главе 5 представлены результаты моделирования распространения
акустических волн в средах с цилиндрическими включениями. Параметры
сред были подобраны таким образом, что длина акустической волны в мат
рице оставалась много большей расстояния между неоднородностями, а внут
ри включений длина волны была сравнима с размерами сечения. Вследствие
этого на неоднородностях возникало резонансное рассеяние типа Ми, что су
щественно меняло характер распространения волны во всём композите.

В параграфе 5.2 вводится формула вычисления показателя преломления
в случае с комплексными материальными параметрами:

𝑛(𝜔) =
√︀
1/𝑐 · √𝜌. (11)

Важным параметром при анализе распространения волн является аргумент
комплексного показателя преломления. Когда arg(𝑛) принимает значения
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вблизи нуля, то это означает распространение прямой волны, в случае, если
arg(𝑛) вблизи 𝜋/2, то мнимая часть волнового числа существенно превосхо
дит действительную и волна быстро затухает. Наконец, если arg(𝑛) вблизи
значения 𝜋, то действительная часть волнового числа отрицательна, поэтому
распространяется обратная волна.

В параграфе 5.3 рассмотрены композиты с жидкой матрицей. В пунк
те 5.3.1 приведены исследования композитов с включениями, представляю
щими собой двухслойный концентрический цилиндр, оболочка которого со
стоит из мягкой силиконовой резины (радиусом 𝑅), а сердцевина из серебра
(радиусом 𝑅𝑐) [6а, 12а, 13а]. Такая геометрия обеспечивает резонансные коле
бания тяжелой сердцевины, что является важным для образования частотной
зоны распространения обратной волны. Для иллюстрации приведем зависи
мость эффективных материальных параметров от частоты при 𝑅𝑐/𝑅 = 0.15
(рис. 5, а, б, в)1. По оси абсцисс отложена нормированная частота, 𝑐𝑓 — ско
рость распространения акустической волны в жидкой матрице. Вследствие
резонансного рассеяния материальные параметры существенно изменяются
вблизи резонансных частот и принимают отрицательные значения. Эффек
тивная плотность зависит от первой цилиндрической гармоники, поэтому в
образовании резонансов принимают участие как сдвиговые (на рис. 5, б обо
значены 𝑆), так и продольные (𝐿) колебания во включении. С увеличением
частоты диссипативные потери играют всё большую роль, и резонансы ста
новятся всё менее выраженными.

На рис. 5, д показано распределение аргумента показателя преломления
от соотношения между радиусами внешнего и внутреннего цилиндров. Рас
пределение аргумента иллюстрировано цветом: чёрный означает (значение
аргумента вблизи нуля), что при данных соотношениях радиусов и частоты
распространяется прямая волна; серый цвет означает области, где значение
аргумента вблизи 𝜋/2, а это значит, при таких соотношениях распростране
ние волны невозможно; наконец, белым выделены области, в которых рас
пространяется обратная волна. Видно, что с помощью тяжелой сердцевины
удаётся расширить частотный диапазон существования одновременно отри
цательных параметров.

В пункте 5.3.2 рассмотрены включения, представляющие собой цилин
дры из мягкой резины с полой сердцевиной. Полая сердцевина, во-первых,
облегчает сжатие включения, что способствует сдвигу резонансной частоты
рассеяния нулевой цилиндрической гармоники, то есть нижней частотной
границы, в которой эффективная сжимаемость композита принимает отри
цательные значения, в более низкочастотную область. Во-вторых, полость
уменьшает общую массу включения, тем самым уменьшая диапазон частот, в

1 В рассмотрении композитов с жидкой матрицей вместо модуля всестороннего сжатия 𝐵 исполь
зуется обратная величина: сжимаемость 𝑠 = 1/𝐵.
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которых эффективная плотность становится отрицательной. Таким образом,
подбирая соотношения внешнего радиуса включения и полости (𝑅𝑐/𝑅) мож
но получить композит, который будет иметь широкую частотную область,
где распространение акустической волны невозможно с узким диапазоном
разрешённых часотот (рис. 5, д ).

Известно, что вдоль границы раздела двух жидкостей, обладающих ма
лой вязкостью, невозможно распространение поверхностной волны. В пунк
те 5.3.3 рассмотрен случай распространения поверхностной волны на границе
раздела композитной среды с жидкой матрицей с твёрдыми включениями и
чистой матрицей без включений. Показано, что если в некотором диапазоне
частот композит обладает одним отрицательным эффективным материаль
ным параметром, то распространение поверхностной волны оказывается воз
можным, причём дисперсия такой волны аналогична дисперсии электромаг
нитных волн, возникающих на поверхности плазмы. На рис. 5, е приведена
дисперсия поверхностной волны (𝑘sw) для композита аналогичного рассмот
ренному в пункте 5.3.1. При сравнении с рис. 5, в видно, что волна распростра
няется в частотах, где аргумент показателя преломления принимает значения
вблизи 𝜋/2. Также из рассчитанной дисперсионной зависимости следует, что
поверхностная волна медленнее, чем объёмная волна в чистой матрице (𝑘𝑚),
и она будет локализована вдоль границы раздела.

В пункте 5.3.4 рассмотрено влияние внутренних акустических потерь
(диссипации) на значения эффективных материальных параметров. Для это
го была проведена серия численных расчётов. За основу был взят композит
с жидкой матрицей, содержащий включения с тяжелой сердцевиной, анало
гичный рассмотренным композитам в пункте 5.3.1. Был произведён расчёт
частотной зависимости эффективной плотности для композитов, линейные
размеры которых (размер включений и расстояние между ними) были про
порционально уменьшены в 10 и 100 раз. Во столько же раз возросла и ча
стота резонансного рассеяния, однако потери возросли в 𝜔2 раз, поэтому по
ведение композита качественно меняется. Результаты приведены на рис. 6, а.
При увеличении частоты в 10 раз амплитуда изменения действительной ча
сти плотности на частоте резонанса уменьшается, а при увеличении в 100
раз характеристики композита настолько деградируют, что зона отрицатель
ных эффективных параметров исчезает. Это обстоятельство является важ
ным фактором, сдерживающим применения как электромагнитных, так и
акустических метаматериалов на практике.

В параграфе 5.4 рассмотрены композиты, состоящие из твердой матри
цы и твёрдых включений. В качестве материала для матрицы рассмотрена
эпоксидная смола, включения аналогичны рассмотренным в предыдущем па
раграфе. Распространение акустических волн в неоднородных твёрдых телах
является существенно более сложной задачей, чем распространение в жидко
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стях, так как необходимо учитывать три поляризации волн. Для сдвиговой
поляризации параллельной направляющим цилиндров (𝑂𝑧) эффективные ма
териальные параметры приведены на рис. 6, б . По оси абсцисс отложена
нормированная частота, 𝑐𝑡 — скорость распространения сдвиговой волны в
матрице. Ширины резонансов в этом случае гораздо меньше, чем в случае
с жидкой матрицей, однако существует узкий диапазон частот, в котором
эффективная плотность и сдвиговый модуль одновременно отрицательны.
На рис. 6, в приведены зависимости модуля сжатия, плотности и сдвигового
модуля для волн, распространяющихся в плоскости 𝑥𝑦. Зависимости имеют
очень большое число резонансных пиков, что связано с возбуждением сдвиго
вых и продольной мод в матрице и включениях при рассеянии волн, однако
найти диапазон частот, в котором все три параметра достигли отрицательных
значений в данной геометрической конфигурации, не удалось.

В параграфе 5.5 рассмотрен акустический эффект Доплера в резонанс
ных средах, имеющих диапазон отрицательных материальных параметров. С
помощью формализма функций Грина получена формула спектра принимае
мого излучения от движущегося источника с учётом дисперсии и диссипации
в среде.

Рассматривались среды в которых материальные параметры (плотность
𝜌 и сжимаемость 𝑠) имеют резонансный вид Лоренца:

𝜌(𝜔) = 𝜌0 ·

(︃
1 +

𝜔2
𝜌𝑝 − 𝜔2

𝜌0

𝜔2
𝜌0 − 𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾𝜌

)︃
,

𝑠(𝜔) = 𝑠0 ·

(︃
1 +

𝜔2
𝑠𝑝 − 𝜔2

𝑠0

𝜔2
𝑠0 − 𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾𝑆

)︃
.

(12)

Исследовано два случая. В первом случае собственная частота источника
лежит в области, где материальные параметры имеют разные знаки, поэтому
в состоянии покоя излучение не регистрируется приёмником. Сдвиг прини
маемого спектра при разных скоростях движения источника от приёмника
представлен на рис. 6, г. При увеличении скорости движения источника воз
буждаются две волны с разными частотами, одна из которых прямая, другая
обратная, и источник может быть обнаружен приёмником. Частота на рис. 6,
г, д нормирована на частоту первого резонанса материальных параметров.

Во втором случае собственная частота источника находится рядом с од
ной из резонансных частот, в зоне одновременной отрицательности обоих ма
териальных параметров, и в состоянии покоя сигнал принимается приёмни
ком. На рис. 6, д представлен результат моделирования при движении источ
ника к приёмнику. При увеличении скорости источник входит в «запрещён
ную зону» и амплитуда излучения, регистрируемая приёмником, уменьшает
ся.
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Таким образом, показано, что при движении излучателя в средах с одно
временно отрицательными материальными параметрами может возникнуть
сложный эффект Доплера.

В Заключении приведены основные результаты и выводы работы:

• С помощью отверстий с сердцевине волокна можно создать волноведу
щую структуру, дисперсионные харатеристики которой были рассчита
ны.

• Предложены композиты, состоящие из жидкой или твёрдой матрицы
с цилиндрическими включениями, материальные параметры которых
имеют области отрицательных значений. Проведён анализ влияния гео
метрии включений и диссипации в них на материальные параметры.

• Показано, что поверхностная акустическая волна может существовать
на границе раздела между жидким композитом и чистой матрицей. По
лучены дисперсионные характеристики этой волны.

• Получены величины аномального доплеровского сдвига для движущих
ся источников акустических волн в резонансном метаматериале.
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